CEBIR III SINAV SORULARININ OZET COZUMLERI (05.01.2010)
1a) f(x)=5x"—12x’+24x* -30x+6€Z[x] asaldir
1 a) nin ¢éziimii: Iddia dogrudur.

Yontem: Eisenstein Kriteri, Kullanilacak olan asal say1: 2

iy 2l6, 2/-30, 2|24, 2|-12

215

iii)2’ 16

kosullar1 saglandigindan f(x) e Q[x] asaldir. (5,—12,24,-30,6)=1 oldugundan, bir

primitif polinomdur.
f(x)eZ[x] primitif
f(x)eQ[x] asal

polinomu primitiftir.

1b) \EEQ(%) tir.

1 b) nin ¢oziimii: Iddia yanhstir. o == Js5 , P= s bi¢iminde tanimlansin.

} = f(x)eZ[x] asaldir ( Bakiniz ders notlar1). f(X) € Z[X]

a=5= a’=5= a’-5=0 = a, x*-5eQ[x] polinomunun bir kokiidir.
Eisenstein kriterine gére, p =35 asali igin, X*—5eQ[x] asaldir ( Sinavda buras1 agikca
gosterilmeli)

) J5, X2 =5¢ Q[X] polinomunun bir kokiidiir

ii) x*-5eQ[x] asal ve moniktir.

O halde, irr(+/5,Q)=x>-5, [@(ﬁ):(@}:deg(ﬁ,@):deg(xz—5)=2 dir.

B=5 = F=5=p-5=0 = B, x’=5eQ[x] polinomunun bir kokiidiir.

Yine Eisenstein kriterine gore ve yine p=35 asali i¢in, X’ —5eQ[x] asaldir ( Smavda
burasi da agikca gosterilmeli)

)] 5, X -5e Q[X] polinomunun bir kokiidiir
i) x>’ -=5eQ[x] asal ve moniktir.

O halde, irr(3/5,Q)=x’ -5, [@(%):@]:deg(%,(@):deg(xg—5)=9 dur.
Simdi, \/ge(@(i’/g) olsa;

Q<Q¥s
\/§EQ(3/§)

olmak tizere,

- @s@(ﬁ)s@(%) olurdu. Bu durumda, n:= [Q(?B): Q(\/g)]eN



9= [@% : @} - [@(ﬁ) : @}[@(2/3) Q5 } —2n  celiskisi elde edilirdi.

Ohalde 5eQ(¥5) dir

1¢) Cebirsel kapali cisimler birbirlerine izomorftur

1 ¢) nin ¢éziimii: iddia yanlistir. Kompleks sayilar cismi, C, cebirsel kapali bir cisimdir.

Ayrica, C cebirsel kapali oldugundan, (@C :{aed a, Q Uzerinde Cebirsel} de

cebirsel kapali bir cisimdir (Bakiniz ders notlar1). Fakat, @C ve C cisimleri izomorf
degildir. Ciinkii, bu cisimler birbirlerine izomorf olsalar, en az bir

Q: @C — C  cisim izomorfisi bulunurdu. ¢ , iizerine bir tasvir ve 7 € C  oldugundan,

7 =@(a) olacak bicimde bir « € @C eleman1 vardir. Fakat bu, 7€ C nin Q {iizerinde
transandant olmasi ile ¢elismektedir ( Celiski nerede?). O halde bu cisimler izomorf degildir.

14) [Q(V7,1-V7):Q|=4
1 d) nin ¢bziimii: iddia yanhstir.

1,«/7 € @(\/7 ) ve Q(ﬁ ) bir cisim oldugundan, 1-47 € Q(ﬁ ) dir. Dolayisiyla,

Q( \ﬁ, 1—\/7) =Q(\ﬁ)(l —\/7) = Q(\ﬁ) dir ( Bir cisme kendisine ait olan bir eleman

katilirsa yeni bir cisim elde edilmez).

irr (\/7 ,Q) =Xx*—7 (Smnavda agikca gosterilmeli) oldugundan,

" [Q(V7.1-V7):@]=[ @(v7): Q] = deg(\7.Q) = deg(x* ~7) =2 % 4

2. F bir cisim olsun. Eger, her F <E cebirsel genislemesi icin F = E kosulu
gercekleniyorsa F bir cebirsel kapali cisimdir. GOsteriniz.

2 nin ¢oziimii: F bircisim, f(X)e F[X]-F olsun. Kronocker teoremine gore,
f(a)=0, a € K olacak bigimde bir F <K cisim genislemesi vardir.

f(a)=0, f(x)e F[x] oldugundan, «, F iizerinde cebirseldir. Dolayisiyla, F <F (a)
bir cebirsel genislemedir ( bakimz ders notlar1). O halde, hipoteze gére F =F (a) ve

dolayistyla @ € F  dir.

Boylelikle, F[x] polinomlar halkasindan alinan sabitden farkli her polinomun F de en az
bir kokiiniin oldugunu gdstermis olduk. O halde, F cebirsel kapali bir cisimdir.



