Teorem 4.28 V bir F - vektor uzayive A={v,,V,,...,V,} =V olsun. Eger A kiimesi lineer bagimsiz

ise A nin her alt kiimesi de lineer bagimsizdir.

Sonug4.29 V bir F - vektér uzayive A={v,,v,,...v,} =V olsun. Eger A kiimesi lineer bagimli ise

V nin A yi kapsayan her sonlu alt kiimesi de lineer bagimlidir.

Onerme 4.30 Bir vektdr uzayinda sifir vektériinii iceren her sonlu alt kiime lineer bagimhidir.

Onerme 4.31V bir F - vektér uzayive veV —{OV} olsun. Bu durumda, {V} kiimesi lineer

bagimsizdir, baska bir ifadeyle sifir vektoriinden farkh bir vektor tek basina lineer bagimsizdir.

Teorem 4.32 V' bir F - vektor uzayi ve A:{Vanw-aVn} cV olsun. A kiimesinin F - lineer bagimli
olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul v,,v,,...,v, vektorlerinden birisinin digerlerinin bir F - lineer
birlesimi biciminde yazilabilmesidir.

Ornek 4.33 V =R’ vektor uzayinda A:{(1,1,—1),(2,3,1),(4,5,—1)} kiimesi R - lineer bagimhdir.

Sonu¢ 4.34 V bir F -vektor uzayive v,weV olsun. v,w vektorlerinin F - lineer bagimli olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul v=oaw veya w= av olacak bicimde a € F elemaninin bulunmasidir(yani
birinin digerinin bir skaler kati olmasidir)

Ornek 4.35 Katsayilari reel sayi tiim tek degiskenli polinomlarin olusturdugu kiime R[x]olmak zere,
V =R[X] kimesi polinomlarin toplanmasi ve asagidaki gibi tanimlanan bir polinomla bir skalerin

carpilmasi islemlerine gore R (izerinde bir vektor uzayi olusturur:

Her a R, her f(x)=a,+ax+:-+a,x" eR[x] i¢in (a,.a,,...a, € R)
a.f(x)=(aa,)+(aa )x+--+(aa,)x"

ispat. Odev

Bir vektor uzayinda sonlu bir kiimenin lineer bagimsizligini ve lineer birlesimini tanimlamistik. Simdi
de bu kavramlari sonlu olmasi gerekmeyen kiimeler igin tanimlayalim:

Tanim 4.36 V bir F - vektor uzayive AcV olsun. Bu durumda A kiimesinin bir sonlu alt
kiimesinin bir lineer birlesimine A nin bir F - lineer birlesimi denir.
Ornek 4.37 V = R[x] kiimesinin R {izerinde olusturdugu vektdr uzayinin

A= {sz ke N} = {XZ,X4X6,...} alt kiimesinin bir lineer birlesimi  f(x)=3x> +4x* —5x" dur.

Tanim 4.38 V bir F - vektor uzayive A, V nin sonsuz elemanli bir alt kimesi olsun. Eger A
kiimesinin her sonlu alt kiimesi F - lineer bagimsizsa A kimesi F - lineer bagimsizdir denir. Aksi
takdirde, yani A kiimesinin F - lineer bagimli olan bir sonlu alt kiimesi varsa A kiimesine F —
lineer bagimhdir denir.

Ornek 4.39 V =R[X] kiimesinin R {zerinde olusturdugu vektér uzayinda
A= {Xk :0<ke Z} = {1, X, Xz,x3,...} kiimesi R - lineer bagimsizdir.

Teorem 4.40 V bir F - vektér uzayive A={V,,V,,...,V,} =V olsun. Bu durumda A kiimesinin tiim

F - lineer birlesimlerinden olusan kiime yani W :={a,V, + &,V + -+ a,V, : @, &5,..., 2, € R} kiimesi



V nin, A={v,,V,,...,v,} kiimesini kapsayan biralt F - vektor uzayidir. Ayrica AcU ve U , V nin
bir alt vektor uzayiise W cU dur. Baska bir ifadeyle W := {ozlv1 +a,V, ++a N, a,0,,..,0, € }R} ,

V nin A kiimesini kapsayan en kiguk alt vektor uzayidir.

ispat.

Tanim 4.41 Teorem 4.34 {in notasyonu gegerli olmak tizere, V nin
{aVv, +av, ++a N, a,a,,...a, eR}
alt vektor uzayina v,v,,...,v, vektorlerinin (veya A:{vl,vz,...,vn} kiimesinin) gerdigi (veya

Urettigi) alt uzay denir ve bu alt uzay (Vl,vz,...,vn> veya Sp(vl,vz,...,vn) ile gosterilir.

Not4.42 V bir F -vektdr uzayive A={v,,v,,...,V,} =V olsun. Budurumda, <Vl,v2,...,vn> ile ilgili

sunlar gecerlidir:

i) (vl,vz,...,vn>, V' nin bir alt vektor uzayidir.
ii) A={V,Vy,nV, f S (VYY)

iii) AcU ve U , V nin bir alt vektor uzayi ise <V1,V2,...,Vn>gU dur.
Teorem 4.43 V bir F - vektér uzayive A={V,,V,,...V,} =V olsun. Eger, v, €(V,,...,v, ) ise
ViV 1) = (Ve Vo 0V, )
Ornek 4.44 V =R’ vektor uzayinda A= {(1,0,0),(0,1,0)} kiimesinin gerdigi alt uzayi bulunuz.

Ornek 4.45 V =R’ vektor uzayinda A:{(1,0,0),(O,I,O),(0,0,l)} kiimesinin gerdigi alt uzayi

bulunuz.

Coziim.
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) ={a(1,0,0) +b(0,1,0)+¢(0,0,1): a,b,c e R} ={(a,b,c):a,b,c e R} =R’

dir yani A={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kiimesi R i gerer.

Ornek 4.46 V =RR*> uzayini geren bir kiime bulunuz.

Cozim.

Ornek 4.47 V = R[X] vektér uzayinda A= {1, X, xz} kiimesi hangi alt vektor uzayini gerer?

Tanim 4.48 V bir F - vektor uzayive B cV olsun. Eger asagidaki iki kosul gergeklenirse B
kiimesine V nin bir F - tabani denir.

i) V nin her elemani B kiimesinin bir F - lineer birlesimi olarak yazilabilir.
i) B kiimesi F - lineer bagimsizdir.

Not4.49 V bir F - vektor uzayive B={v,,v,,..,v,} = V olsun. Bu durumda, yani B nin sonlu

olmasi durumunda, taban olmanin kosullari asagidaki gibidir:



i) V =(v,,V,,..,V, ) diryani B={v,,v,,...,v,} kiimesi V yi gerer.
i) B=

{Vsza---aVn} kiimesi F - lineer bagimsizdir.

Ornek 4.50 B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kimesi V =RR* vektdr uzayinin bir R - tabanidir.

Uyari 4.51 Bir vektor uzayinin tabani 1 den fazla olabilir. Mesela, B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} kiimesi
de V =R’ vektor uzayinin bir R - tabanidir.

Ornek 4.52 Her i e {1,...,n} icin R" de i. bilegeni 1 diger bilegenleri sifir olan vektor €, olmak tzere,

B ={e1,...,en} kiimesi V =R" vektér uzayinin bir R - tabanidir.

Ornek 4.53 B= {Xk :0<ke Z} = {1, X, XZ,X3,...} kiimesi, V = R[X] vektor uzayinin bir R - tabanidir.

s I 0Y(O0 1)Y(O0 0Y(O O - ) 4 ]
Ornek 4.54 B= , , , kiimesi, V = Mat(2,R) vektér uzayinin bir R-
0 0)lo 0)(1 0)l0 1

tabanidir.

Teorem 4.55 V bir F - vektor uzayive B ={V1,V2,...,Vn} <V olsun. Bu durumda, B kiimesinin V
nin bir F - tabani olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul her veV igin v=av, + a,V, +---+a,V,
olacak bigimde tek tiirlG bir yazilisin var olmasidir.

Teorem 4.56 V bir F - vektér uzayive B = {Vl,vz,...,vm} kiimesi V nin bir F - tabani olsun.

m<neN olmak lizere, V nin n elemanli her alt kiimesi lineer bagimlidir.

ispat. {Wl,...,Wn} cV olsun. Amacimiz bu kiimenin lineer bagiml oldugunu géstermektir.
B={V,,V,,...,V,,} kiimesi V ninbir F -tabani oldugundan V nin her elemani B={v,,v,,...,V, }
kiimesinin F - lineer birlesimi olarak yazilabilir. Ozel olarak W,,...,W, elemanlari da bu sekilde
yazilabilir. O halde,

W, =C,\V, +C,V, +--+C,V,,

W, =C,,V, +C,,V, +---+C,,V,

W, =C,V, +C,\V, +---+C_ V,

olacak bicimde ¢; € F (i=1,..,m; j=1,..,n) elemanlari vardr.

n
a,,Q,,....a, € F olmak tzere Z:aiwi =W, +a,W, +---+a,W, toplamina bakalim:
i=1

n
Zo:iwi =01, (C )V, +CyyVy 4o+ Co Vo )+, (CoVy +CopVy + oo+ CouV )+ oo+ (G vy + Gy +-o- 4 C V)
i=1
=(a,C\Vy + oV, + -+ o C Vi )+ (,0,V, + 2,000V, + -+ 2Cr Vi ) o+ + (@, 0V, + 2, o Vy ++ + 2, Vi )

=(aCy +a,Cp -+ a0 )V, +(,Cyy +,Cp ++ 2 Cop )V, + -+ (@, Cppy + AyCry + -+ + 2, Cy )iy

n=mn



dir. B={V,V,,..,V,} kiimesinin lineer bagimsiz oldugu da g6z 6niine alindiginda

n
Z:ociwi =W, + a,W, +---+a,W, =0, olmasiicin gerekli ve yeterli kosulun
i1
o,C +a,Cpy +---+ € =0
&,y +0,Cyp +o-+ 1, Gy, =0

alcml +a2Cm2 +”'+ancmn = OF
oldugu anlasilir. Bu ise (al,az,...,an) e F" nin n bilinmeyen ve m denklemden olusan

C X +CpuX, +-+-+C X, =0,

In"*n

2nn

Cy X +CpX, +-+-4+Cy X, =0,

Coy X, +Cpp X, +++Cpy X, = 0¢

lineer homojen denklem sisteminin bir ¢6zimi olmasi anlamina gelir. Bu lineer denklem sisteminin
katsayilar matrisinin ranki r olmak iizere r <m<n oldugundan sistemin (0p,...,0; ) disinda baska

¢oziimleri de vardir. O halde {w,,...,w,} kiimesilineer bagimldir.

Sonu¢ 4.57. V bir F - vektoér uzayive B ={V1,v2,...,vm} kiimesi V nin bir F - tabani olsun. Bu

durumda, V nin lineer bagimsiz bir alt kimesinin eleman sayisi en fazla m olabilir.

Sonug 4.58 V bir F - vektdr uzayive B={v,,v,,...,V, } kiimesi V ninbir F - tabani olsun. Bu

durumda, V nin her F -tabanindatam m tane eleman vardir.

Sonu¢ 4.59 V bir F - vektor uzayi ve B kiimesi V nin sosuz elemanli bir F - tabani olsun. Bu
durumda, V nin her F -tabaninda sonsuz sayida eleman vardir.

Tanim 4.60 V bir F - vektor uzayi olsun. Eger V nin her sonsuz elemanl alt kiimesi lineer bagimli
ise V ye bir sonlu boyutlu vektor uzayi denir.

Ornek 4.61 V = R[x] vektdr uzayi sonlu boyutlu degildir.

Onerme 4.62 V' bir F - vektér uzayive A={V,,v,,..,V,}, V nin bir lineer bagimsiz alt kiimesi ve

Vo, €V olsun. Eger v, &(V,,V,,...,V, ) ise {V,,V,,..,V,,V,,,} kiimesi de lineer bagimsizdir.
Teorem 4.63 V # {0\,} bir sonlu boyutlu F - vektor uzayi olsun. Bu durumda, V nin en az bir F -
tabani vardir ve bu taban zorunlu olarak sonlu elemanhdir.

ispat. V nin hi¢ F - tabaninin bulunmadigini varsayalim. Bu varsayim altinda tiimevarimla su
Onermeyi ispat edelim:

Her n pozitif tam sayisiicin V nin n<s(A,) kosuluna uyan bir A, lineer bagimsiz alt kiimesi vardir.

Tanim 4.64 V bir F - vektor uzayive B kiimesi V nin bir F - tabani olsun. Bu durumda, B
kiimesinin eleman sayisina V nin F - Gzerindeki boyutu denir ve bu boyut boy.V ~ (veyadim.V )

ile gosterilir. Sadece sifir vektoriinden olusan vektor uzayinin boyutu ise sifir olarak tanimlanir.



Ornek 4.65 boy,R*> =?, boy,R* =?,boy,R" =?, boy,Mat(2,R) =2, boy,Mat(n,R) =2,
boy.Mat(2,R) =?, boy, R[x]="?

Not 4.66. Boyut kavrami iyi tanimhidir.

Ornek 4.67 V = R[X] vektdr uzayinin W = {a+ bx + CX2} alt vektor uzayi igin boy,W =?
Ornek 4.68 V =R® vektor uzayinin W =<(1,2,3),(2,1,4),(4,5,10)> alt vektor uzayi igin boy,W =?

Teorem 4.69 V bir F - vektor uzayi ve A={V1,V2,...,Vn}gV olsun. Eger, V =<V1,V2,. Vv > ise V

ceo Vi

nin  A={v,,V,,...,V, } tarafindan kapsanan bir F - tabani vardir ve dolayisiyla boy.V <n dir.

Teorem 4.70 V bir sonlu boyutlu F - vektor uzayive A= {VI,VZ,...,VH} , V' nin bir lineer bagimsiz alt
kiimesi olsun. Bu durumda, V nin A kimesini kapsayan bir F - tabani vardir.

Teorem 4.71 Sonlu boyutlu bir vektoér uzayinin her alt vektor uzayi da sonlu boyutludur.

Teorem 4.72 V bir F - vektor uzayive W da V nin bir alt vektor uzayi olsun. Bu durumda,
boy W <boy.V dir. Baska bir ifadeyle alt vektor uzayinin boyutu Ust vektor uzayinin boyutunu

gegcemez.



