Bolim 2 Matrisler

Tanim 2.1 F bir cisim, m,n birer dogal sayi olsun. a,eF (i=1,.,m; j=1,..,n) olmak lzere,

a a

11 In

A=| : .. : |ifadesine m satir n sutundan olusan (veya mxn tipinde) bir F - matrisi denir.

a a

ml mn

Boyle bir matris daha sade olarak A= (a!./.) bigiminde gosterilir. Her bir @, degerine bu matrisin

bir girdisi(elemani,bileseni) denir. Bir situndan (satirdan) olusan bir matrise bir siitun (satir) matrisi

denir. Eger 4 :(a,.j.) matrisinde m =n ise bu matrise n . dereceden bir kare matris denir. Tim

mxn

girdileri 0, olan mxn tipindeki matrise sifir matrisi denir ve bu matris 0,  ile gosterilir. Her

mxn

i,je {1,...,n} icin

a;

e s eger i=j ise
0. ; eger i#j ise

kosulunu saglayan n . dereceden A:(aij) kare matrisine, n . dereceden birim matris denir ve

nxn

bu matris I, ile gosterilir. 4 :(al.j) ve B :(al.j) birer F - matrisi olmak lizere eger, her

mxn

i€{l,..,m} veher je{l,.,n}igin a, =b, kosulu saglanirsa Az(aij)mxn ve Bz(aij )mxn matrislerine

esit matrisler denir ve 4= B yazilir.

Ornek 2.2

Tanim 2.3 A:(a,.j) ve B:(bij) birer F - matrisi ve a € F' olsun. Bu durumda, her

mxn mxn

i€{l,..,m} veher je{l,.,n} igin ¢, =a,+b, olmakiizere i. satir j. situnundaki girdisi c; olan
yine mx n tipindeki C:(cl.j) matrisine 4 ve B matrislerinin toplami denir ve bu durumda

C=A+B yazlr. Her ie{l,..,m} veher je{l,.,n} igin i. satir, j. sitununda aa, eleman

bulunan yine m x n tipindeki matrise « ile A nin skaler ¢arpimi denir ve bu matris a4 ile gosterilir.
Ornek 2.4

Not 2.5 Sadece ayni tipteki matrisler toplanabilir.

Ozellikler 2.6 m,n birer sabir dogal sayi, 4,B,C mxn lik F - matrisleri o, € F olmak iizere

asagidakiler gecerlidir:



A+(B+C)=(4+B)+C

A+B=B+4

0,.,+4=A4

A"+ A4=0,,, olacak bicimde bir mxn lik 4", F - matrisi vardir (4" yerine —4 yazacagiz).
a(A+B)=ad+aB

(a+p)A=ad+pA

a(pA)=(ap)4

N o v bk wnN e

Sonu¢ 2.7 m ve n birer sabit pozitif tam sayi olmak lzere , tim mxn lik F - matrislerinin kiimesi
matrislerin toplanmasi islemine goére bir degismeli grup olusturur.

Tanim 2.8 Az(a{/.) ve Bz(b.) , birer F - matrisi olsun. Bu durumda, her i€{l,..,m} ve her

ij
Jje{l,...k} igin

n
¢ = Zal_tby. = ailbl/. + aizij +--+a b
t=1

in~nj

olmak Uzere i. satir j. sttunundaki girdisi ¢ olan mxk tipindeki C:(cﬁ) . matrisine 4 ve B

matrislerinin verilen siradaki carpimi denir ve bu durumda C = AB vyazilr.

Ornek 2.9

Not 2.10 A:(aij) ve B:(b,.j)v . birer F -matrisi olmak lizere 4 ve B matrislerinin verilen

mxn

siradaki ¢carpimi sadece n =s olmasi durumunda tanimhdir.

Uyari 2.11 A4, B birer F' - matrisi olsun. AB ve BA matris carpimlari tanimli olsa bile her zaman
AB = BA olmasi gerekmez.

Notasyon 2.12 m ven birer sabit pozitif tam sayi olmak lzere tim nxn lik F - matrislerinin
kiimesini Mat(n,F) ile tim mxn lik F - matrislerinin kiimesini ise Mat(m x n, F’) ile gbsterelim.

Ornegin,

b
Mat(Z,R)z{[a dj: a,b,c,deR} , Mat(2x1,R)={EZJ: a,beR} dir.
c

Ozellikler 2.13 n bir pozitif tam sayi olmak lizere, her 4,B,C € Mat(n,F) igin asagidakiler gecerlidir:



1. ABeMat(n,F)
2. A(BC)=(4B)C
3. IA=A4=41 (I=1,,)
4. AB+C)=AB+ AC, (B+(C)A=BA+CA
5. (aA)BzA(aB)
ispat.

Sonug 2.14 (Mat(n,F);+,") bir halkadir.

Tanim 2.15 A4 € Mat(n,F) olsun. Eger, AB =1 = BA olacak bicimde bir B € Mat(n,F’) matrisi varsa

B ye A ninters matrisi denirve B= A" yazilir. Tersi olan matrise tersinir (regiiler ) matris, tersi
olmayan matrise ise tekil (singliler) matris denir.

.. 2 7 4 -7
Ornek 2.16 A= matrisinin tersi B = dir.
1 4 -1 2

2 7
Uyari 2.17 Her kare matrisin tersi olmak zorunda degildir. Mesela A4 :[O Oj matrisinin tersi

yoktur.

Teorem 2.18 Bir kare matrisin tersi varsa tektir.
Teorem 2.19 A e Mat(n,F) olsun. Eger A tersinirise A~' matrisi de tersinirdir ve (A’l )71 =4 drr.

Teorem 2.20 A,B,C € Mat(n,F) ve C = AB olsun. Bu durumda asagidakiler gegerlidir:

i) A ve B tersinir ise C de tersinirdir.
ii) A ve C tersinir ise B de tersinirdir.
iii) B ve C tersinir ise A de tersinirdir.

Baska bir ifadeyle C = AB esitligi gecerli olmak lizere, 4,B,C matrislerinden herhangi ikisi tersinir
ise hepsi tersinirdir.

Tanim 2.21 A bir F - matrisi olsun. A nin satirlari situn yapilarak elde edilen matrise A nin devrigi
(transpozesi ) denir ve bu matris A" ile gosterilir.

Ornek 2.22

Not 2.23 Eger A mxn tipinde bir matris ise 4" matrisi nxm tipindedir ayrica B= A" ise her
ie{l,..,n}, je{l,..,m} igin b, =a, dir.



Ozellikler 2.24 4 ve B, mxn tipinde birer F - matrisi, C, nxk tipinde bir F - matrisive a € F
olsun. Bu durumda, asagidakiler gecerlidir:

i) (47) =
i) (A+B) =4"+B'
i) ad =(ad)
iv)  (4C) =C"A" dir.

Sonug 2.25 Bir kare matrisin tersinir olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul o matrisin transpozesinin
tersinir olmasidir.

Tanim 2.26 A bir F - matrisi olmak tizere, A" = 4 kosulu gerceklenirse A4 ya bir simetrik matris
denir. A" =—A kosulu gerceklenirse A ya bir ters simetrik matris denir.

Ornek 2.27
Not 2.28 Simetrik (ters simetrik) matrisler kare matrislerdir.

Ozellik 2.29 Ayni tipte iki simetrik matrisin (ters simetrik matrisin) toplami bir simetrik (ters simetrik)
matristir. Bir simetrik (ters simetrik) matrisin bir skalerle ¢arpimi yine bir simetrik (ters simetrik
matristir).

Tanim 2.30 4 :(a[/)eMat(n,F) olsun. Eger her i, j e {l,...,n} isin i # j ise a; =0 kosulu
gerceklenirse A ya bir kdsegen matris denir ve bu durumda 4= diag(a“,...,ann) yaziligi kullanilir. Bir

A kosegen matrisinde kdsegen uzerindeki tiim elemanlar esit ise yani a,, =---=a,, ise A ya bir
skaler matris denir.

Eger Az(a,.j)eMat(n,F) matrisi i,/ €{l,...,n} igin i > j ise a; =0 kosulunu sagliyorsa 4

matrisine bir Ust licgensel matris denir.

Eger Az(ay.)eMat(n,F) matrisi i,/ €{l,...,n} igin i < j ise a; =0 kosulunu sagliyorsa 4

matrisine bir alt lG¢gensel matris denir.

Ornek 2.31

Not 2.32 Az(a )eMat(n,F) bir skaler matris ise 4=l olacak bicimde bir & € F' vardir.

i



Ozellik 2.33 4= (a,.j ) € Mat(n, F) bir skaler matris olmak Gizere her B € Mat(n,F) i¢in AB = BA dir.

Tanim 2.34 4 =(ai/.)eMat(n,F) olmak uzere Zal_i € F degerine A matrisinin izi denir ve bu deger
i=1

izA ile gosterilir.

Ornek 2.35

Ozellik 2.36 A4,B € Mat(n,F) ve a € F olmak lizere asagidakiler gegerlidir:

i) iz(A+B)=izA+izB ,
ii) iz(AB) =iz(BA),
iii) iz(aA) = aiz(A)

Tanim 2.37 4,B € Mat(n,F) olsun. Eger P"' AP = B olacak bigimde bir P € Mat(n,F) tersinir
matrisi varsa A ve B matrislerine benzer matrisler denir.

Teorem 2.38 Benzer matrislerin izleri aynidir.

Notasyon 2.39 A bir F - matrisi olmak lizere her ie{l,..,m} icin 4 matrisinin i. satirini 4; ile

A

1

mxn

A
gosterelim. Bu durumda 4 = :2 biciminde ifade edilir.

A

m

Ozellik 2.40 4

mxn >

B

nxk

birer F - matrisi olsun. Bu durumda her i e {1,...,m} icin 4B =(AB). dir.

ispat.

Sonug 2.41 Satirlarindan birisi tamamen sifir olan bir matris bir tekil matristir.

ispat.

Tanm 2.42 A4 bir I - matrisi olmak lizere, 4 nin iki tane satirinin yer degistirmesi islemine 1. tip
elemanter satir islemi denir. 4 nin bir satirini 0,. # o € I ile carpilmasi islemine 2. tip elemanter
satir islemi denir. 4 matrisinin i. satirinin bir o € I katinin j. satira eklenmesi islemine 3. tip
elemanter satir islemi denir. e bir elemanter satir islemi olmak lizere 4 matrisine e islemini

uygulamakla elde edilen matris e(4) ile gésterilir.

Ornek 2.43



Ozellik 2.44 Elemanter satir islemlerinin tersi vardir ve tersleri de elemanter satir islemidir. Baska bir
ifadeyle ¢ bir elemanter satir iglemive A4 bir F - matrisi olmak Uzere e, (elA) = A olacak bigimde

bir e, elemanter satir islemi vardir.

Tanim 2.45 A, B birer F - matrisi olsun. Eger A matrisine sonlu sayida elemanter satir islemi
uygulanarak B matrisi elde edilebiliyorsa 4 ve B matrislerine satirca denk matrislerdir denir ve bu
durumda 4~ B vyazlrr.

8
7 | ve I, matrisleri satirca denk matrislerdir.

2
Ornek2.46 A=|3
5 6

O D B
—_

Ozellik 2.47. 4,B ve C birer F - matrisi olsun. Bu durumda asagidakiler gecerlidir:

i) A~ A4
ii) A~ Bise B~ Adir.
iii) A~Bve B~C ise A~ Cdir.

Yani matrislerde satirca denk olma bagintisi bir denklik bagintisidir.

ispat.

Tanim 2.48 Bir A matrisinde tamami sifirlardan olusan bir satira(slituna) sifir satiri(siitunu) denir.

Ornek 2.49

Tanim 2.50 4= (al.j)mxn bir F' - matrisi olmak Uzere asagidaki kosullar gerceklenirse A matrisine bir

merdiven (basamak ) matris denir (veya “ A matrisi Eselon formdadir” denir):

i) 0<r<m olmak lizere ilk » satir sifir satirindan farklidir ve sonraki satirlar (eger varsa
yani » <m ise) sifir satiridir.

ii) Her i e {1,...,r—1} icin i. satirin sifirdan farkli ilk elemani bir sonraki satirin sifirdan farkli

ilk elemaninin solunda kalir baska bir ifadeyle ilk » satirdaki sifirdan farkl ilk elemanlar
sirasiyla a, ; ,...,a,; ise j, <j, <---<j, dir.

Ornek 2.51



2 4 6
Ornek2.52 4=|3 -1 0 | matrisini elemanter satir islemleri uygulayarak Eseleon formda bir
1 3 2

matrise dondlsturiniz.

Teorem 2.53 Sifir matrisinden farkli her matris bir merdiven matrise satirca denktir. Baska bir ifadeyle
sifir matrisinden farkh her matris bir takim elemanter satir islemleri uygulanarak bir merdiven matrise
donusturdlebilir.

Tanim 2.54 4, bir F - matrisi olsun. 4 matrisine satirca esdeger olan merdiven matrisdeki sifir

satirindan farkli satir sayisina 4 matrisinin ranki denir ve bu deger rankA ile gosterilir.

Uyari 2.55 Rank kavraminin iyi tanimli oldugunu ileride gorecegiz.

Ornek 2.56

Tanim 2.57 4

mxn

satirca indirgenmis merdiven matris” veya “A satirca indirgenmis eselon formda bir matristir” denir

bir F'— merdiven matrisi olsun. Eger asagidaki iki kosul gerceklenirse “ A bir

i) A nmin tim ayricalikli elemanlari 1,. dir.

i) Ayricalikh elemanlarin bulundugu situnda diger elemanlarin hepsi sifirdir.

Ornek 2.58

Teorem 2.59 Her merdiven matris uygun bir satirca indirgenmis merdiven matrise satir denktir.

Sonug 2.60 Sifirdan farkli her matris uygun bir satirca indirgenmis merdiven matrise satir denktir.

Ornek 2.61
Teorem 2.62 A4,B € Mat(n,F) ve e bir elemanter satir islemi olsun. Bu durumda e(AB) = (eA)B
dir.

Tanim 2.63 Birim matrise sadece 1 tane elemanter satir islemi uygulayarak elde edilen matrise bir
elemanter satir matrisi denir. Baska bir ifadeyle e bir elemanter satir islemi olmak tizere e(/,)

bicimindeki matrise bir elemanter satir matrisi denir.

Teorem 2.64 Elemanter satir matrisleri tersinirdir ve bu matrislerin tersleri de elemanter satir
matrisidir.



Ornek 2.65

Yardimci Teorem 2.66 A4,B € Mat(n,F) , e bir elemanter satir islemi ve e(4) =B olsun. Bu

durumda A nin tersinir olmasi igin gerekli ve yeterli kosul B nin tersinir olmasidir.

Sonug 2.67 A,B € Mat(n,F) satirca denk matrisler olsun. Bu durumda A4 nin tersinir olabilmesi igin

gerekli ve yeterli kosul B nin tersinir olmasidir.

Teorem 2.68 A € Mat(n,F) olsun. Budurumda A4 nin tersinir olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

A nin I, birim matrisine satirca denk olmasidir.

Teorem 2.69 A € Mat(n,F) bir tersinir matris olsun. Bu durumda (4|1, )~ (In | A’l)

2 4 8
Ornek2.70 A=|3 5 7 | matrisinin tersini bulahim.
5 9 16

Sonug 2.71 Bir matrisin tersinir olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul o matrisin elemanter satir
matrislerinin ¢arpimi bigciminde yazilabilmesidir.



