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Kuantum Alanlar Teorisi Final Sinavi

1. ¢ (x) seklinde verilen kompleks ve etkilegimsiz bir skaler alan igin
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L= 5%@%* — §m2¢¢T (1)
seklinde verilen bir Lagrange yogunlugunu dikkate alimz. Denklem (1) de yer alan
kuantize skalar alan
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seklindedir. Burada E, = /p? +m? ve p" = (Ep,p) dir. Operatorler ap, aL, bp ve
bl
p7

[ap, ali] = [bp,bE] = (27)* 6 (p — @) (3)
komiitasyon iligkisini saglar.

(a) ¢ ve ¢' a konjuge olan m ve 7' momentum yogunluklarini elde ediniz. ¢ ve
#" a konjuge olan 7 ve 7' arasindaki tiim ’equal-time’ komiitasyon iligkilerini
yaziniz. Ayrica ¢ ve 7 arasindaki ‘equal-time’ komiitasyon iligkisin Denklem (3)
teki komiitasyon iligkisi gibi oldugunu gosteriniz.

(b) Denklem (3) deki iligkiyi kullanarak 'unequal-time’ komiitasyon iligkisinin

[6(2), 6! ()] = / T

(27)° 3E,
seklinde yazilabilecegini gosteriniz. Ayrica bu ifadenin ¢ ve 7 icin ’equal-time’
komiitasyon iligkisini de verecegini gosteriniz.

(efip(X*Y) _ eip-(X*Y)) (4)

(¢) (z—y)* < 0 oldugunda (¢ (), 0" (y)] ifadesinin formu nasil olur? Bu durum
fiziksel olarak neye kars1 gelir?

2. Klasik Dirac alan v (z) nin
W Outh —map =0 ()

Dirac denklemini sagladigini kabul edelim. Burada {v#,7"} = 21, ve 14 4 x 4 birim
matristir. Weyl tabaninda gamma matrisleri
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seklinde verilir. Burada 1, 2 x 2 birim matristir, o’ ler 0’0/ = 69 4 ic*o* egitligini
saglayan Pauli matrisleridir. (0, — m) (1770, — m) v carpimin dikkate alarak, Dirac
denklemini saglayan v (z) fonksiyonunun Klein-Gordon denklemini de saglayacagim
gosteriniz.

. Korunumlu akimlar: Kompleks Skaler Alan ®(x) kompleks skaler (spin 0) alaninin
dinamigi agagidaki Lagrangejiyen yogunlugu ile tarif edilir

L= (0"'d")(0,P) — V(D) (7)
burada V' keyfi bir potansiyeldir.

(a) Herhangi bir V potansiyeli icin global ® — ® = ¢?® transformasyonu altinda
Lagrangejiyenin invariant (degismez) kaldigini gosteriniz, burada 9,0 = 0 dir.

(b) @ icin hareket denklemini bulunuz.

(c) J,'yi asagidaki gibi kabul ederek,
Ju = 0 (0,0) — (2,0")® )

® ve ®*'nin hareket denklemini sagladigi durumda 0*J,, = 0 esitliginin saglanacagini
gosteriniz.

. Dirac Denkleminin (oztimleri Gamma matrislerinin Dirac tabanlari soyle verilir

(0 %) (% 0 )e 0

burada 7" (i = 1,2, 3) asagidaki esitligi saglayan Pauli matrisidir. 7,7, = d;; + €57k
(gerekli ise bir yada iki durumu saglayiniz). Bu soruda Dirac denkleminin agagidaki
formda dort ¢oztimiini bulacagiz
w1 (p)
10
< ws(p) > (10)

burada w, = |\/p?+ m?| > 0 olmak tizere, wy(p) ve wy(p) iki boyutlu vektorlerdir.
Buradaki ipucu dort boyutlu uzayin, ikiye-ikiye bir alt kiimesi ile ¢calismaktir. Ayrica
Pauli matrislerinin agik ifadesini kullanmayiniz.

(a) Gamma matrislerinin Dirac gosteriminde ifade edilmesi durumunda, momentum
uzayinda Dirac denkleminin asagidaki iki boyutlu matris denklem ¢iftlerini verdigini
gosteriniz

(po — m)wi(p) + pimawa(p) =0,  —piT;wi(p) — (Po + m)wa(p) =0 (11)

7, Pauli matrislerindeki ve w, vektorlerindeki iki boyutlu spinor indisleri tam iken,
1 =1, 2,3 uzaysal indisleri acik olarak bir toplam ile ifade edilir.
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(b) a =1 veya 2 igin (p2 — |p|* — m?)w.(p) = 0 esitliginin saglandigim gosteriniz.

(c) x1=(1,0)T ve xo = (0,1)T, x, baz vektorii olmak iizere, eger w; = x, saglaniyorsa

isaretleri (pg,s = 1,2) olmak iizere Dirac denkleminin dért adet ¢dziimiiniin
oldugunu gosteriniz. Bu durumda ws’yi belirlemeniz gerekmektedir. Bu tam
dort boyutlu spinorleri séyle ifade ediriz, py = 4w, icin Us(p) ve pp = —w, i¢in

Vis(p). Ayrica ¢oziimleri yeniden Olgeklendirerek ve tiglii momentumlar: yeniden
etiketliyerek, Usnun ug, Vi ve vy cinsinden yazilabilecegini gosteriniz. Burada
us(p) ve vs(p) asagidaki gibi ifade edilen Dirac bazlar1 cinsinden verilen standart

¢ozuimlerdir
1/2 Xr 1/2 %Xr
ur(p) = (wp +m) pr , Ur(p) = (wp +m) wptm (12)
(wp+m) Xr Xr
(d) po = wp > 0 olmak iizere, bu iki ¢dziimiin
(0 —m)us(p) =0, (D +m)vs(p) =0 (13)

esitliklerini sagladigim gosteriniz.
(e) Denklem (12)’de Dirac bazlari cinsinde verilen u,(p) ve vs(p) standart ¢oziimlerinin
asagidaki ortonormalizasyon sartlarini sagladigini gosteriniz:

(ur () us(P) = 2wpbsr,  T(P)us(P) = +2mbs,  (v,(P))10s(P) = 2wpdsr,  Tr(P)vs(P) =
—2mby,  Tp(P)vs(+p) = 0, (ur(p))'vs(—p) =0



